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Група А

Задача 1. Пресметнете границата:

lim
n→∞

√

√

√

√

1 +

√

4 +

√

42 + · · · +

√

4n−1 +
√
4n .

Решение: За a ≥ 0 , b ≥ 0 и c ≥ 1 е изпълнено:
∣

∣

∣

√
a+ c −

√
b+ c

∣

∣

∣ =
|a− b|√

a+ c +
√
b+ c

≤ |a− b|
2

.

Следователно
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

√

√

√

√

1 +

√

4 +

√

42 + · · · +

√

4n−1 +
√
4n −

−

√

√

√

√

1 +

√

4 +

√

42 + · · · +

√

4n−1 +
√
4n + 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 1

2n−1
.

Понеже
√

√

√

√

1 +

√

4 +

√

42 + · · · +

√

4n−1 +
√
4n + 1 = 2 ,

то

lim
n→∞

√

√

√

√

1 +

√

4 +

√

42 + · · · +

√

4n−1 +
√
4n = 2 .

Задача 2. Нека f е непрекъсната периодична функция с пе-
риод T > 0.

а) Докажете, че f притежава периодична примитивна тогава
и само тогава, когато

T
∫

0

f(x) dx = 0.

б) Докажете, че F (x) =
x
∫

0

f(t) dt + 1

T

T
∫

0

tf(t) dt е единствената

периодична примитивна на f , за която
T
∫

0

F (x) dx = 0.
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Решение: а) Ако F (x) е примитивна на f(x) с период T , то

F (T ) − F (0) =
T
∫

0

f(x) dx = 0. Обратно нека F е примитивна на

f . Образуваме разликата g(x) = F (x + T ) − F (x). Тогава g′(x) =
f(x + T ) − f(x) = 0. Значи g е някаква константа, да речем C.

Тогава C = g(0) = F (T ) − F (0) =
T
∫

0

f(x) dx = 0, за да е вярно, че

F (x+ T ) = F (x) за всяко x.

б) Ясно е, че всяка примитивна на f има вида

F (x) =

x
∫

0

f(t) dt+ c.

Искаме да е изпълнено равенството
T
∫

0

F (x) dx = 0. Получаваме

последователно

0 =

T
∫

0

F (x) dx =

T
∫

0





x
∫

0

f(t) dt



 dx+ c

T
∫

0

dx

= T

T
∫

0

f(t) dt− 0

0
∫

0

f(t) dt−
T
∫

0

tf(t) dt+ cT

(интегрирахме по части). Ако
T
∫

0

F (x) dx = 0, то трябва да е изпъл-

нено −
T
∫

0

tf(t) dt+ cT = 0, откъдето c =
1

T

T
∫

0

tf(t) dt.

Задача 3. Дадени са обратими n×n матрици A и B, за които
A+B е обратима, AB = BA и (A+B)−1 = A−1 +B−1.

а) За n = 2 и A =

(

1 0
0 1

)

намерете матрица B, удовлетво-

ряваща горните условия.

б) Докажете, че за всяко естествено число k матрицата

(A2
k

+B2
k

)−1 е обратима и (A2
k

+B2
k

)−1 = A−2
k

+B−2
k

.
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в) За всяко естествено число m намерете число λm такова, че
(Am + Bm)−1 = λm(A−m + B−m) (можете да предполагате, че
Am +Bm е обратима).

Решение: а) Да отбележим, че очевидно не съществуват ре-
ални числа a и b, за които 1

a+b
= 1

a
+ 1

b
, защото това води до

равенството a2 + ab + b2 = 0. Но такива комплексни има: за вся-

ко a 6= 0 при b = −1±i
√
3

2
a e вярно, че 1

a+b
= 1

a
+ 1

b
. Това води

до матрично равенство, ако тълкуваме комплексните числа като

матрици. Например ако A =

(

1 0
0 1

)

и B =

(

− 1

2

√
3

2

−
√
3

2
− 1

2

)

, то

(A+B)−1 = A−1 +B−1.

б) Умножаваме равенството (A+B)−1 = A−1 +B−1 с
(A + B)AB и получаваме A2 + AB + B2 = 0 (напомняме, че
матриците са комутативни); умножаваме последното с (AB)−1

и получваме AB−1 + A−1B = −I, където I е единичната мат-
рица. Вдигаме последното равенство на квадрат и получаваме
A2B−2 + 2I +A−2B2 = I; A2B−2 +A−2B2 = −I и т.н.

в) Отново умножаваме (Am + Bm)−1 = λm(A−m + B−m) с
(Am+Bm)AmBm и получаваме AmBm = λm(Am+bm)2; A2m+(2−
1

λm
)AmBm + B2m = 0. Умножаваме отново с A−mB−m и получа-

ваме AmB−m+(2− 1

λm
)I+BmA−m = 0; Xm+X−m = cmI, където

X = AB−1 и cm = −(2 − 1

λm
). В текста по-горе всъщност пока-

захме, че X + X−1 = −I, затова умножаваме Xm + X−m = cmI
с X + X−1 = I: Xm+1 + Xm−1 + X−m+1 + X−m−1 = −cmI. Сле-
дователно cm+1I + cm−1I = −cmI, откъдето получаваме рекурен-
тното уравнение cm+1 + cm + cm−1 = 0, при което c1 = c2 = −1.
След стандартни процедури намираме cm = 2 cos 2mπ

3
. Оттук λm =

1

2+2 cos 2mπ

3

.

Група Б

Задача 1. В равнината са дадени точки A(x1, y1) и B(x2, y2),
координатите са спрямо декартова координатна система. Намере-
те геометричното място от точките M в равнината, за които е
изпълнено AM2 −BM2 = a, където a е реален параметър.
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Решение: Нека точката M(x, y) е от търсеното геометрично
множество от точки. Изразяваме AM2 = (x − x1)

2 + (y − y1)
2,

BM2 = (x− x2)
2 + (y − y2)

2,

AM2 −BM2 = 2(x2 − x1)x+ 2(y2 − y1)y + x2
1 − x2

2 + y21 − y22 = a .

Следователно всяка точка от търсеното геометрично място при-
надлежи на правата

ℓ : (x2 − x1)x+ (y2 − y1)y −
1

2
(x2

2 − x2
1 + y22 − y21 + a) = 0 . (1)

Отбелязваме, че правата ℓ има нормален вектор −→n (x2−x1, y2−y1),
и следователно е перпендикулярна на правата AB.

Обратно, лесно се проверява, че за произволна точка M от
правата ℓ е изпълнено AM2 − BM2 = a. Окончателно, търсеното
геометрично множество от точки е правата ℓ с уравнение (1).

Задача 2. Намерете границата

lim
n→∞

1

n

(

sin2
π

4n
+ sin2

2π

4n
+ sin2

3π

4n
+ · · ·+ sin2

nπ

4n

)

.

Решение: Функцията f(x) = sin2
πx

4
е непрекъсната, и затова

е интегруема в интервала [0, 1]. Величината

Sn :=
1

n

(

sin2
π

4n
+ sin2

2π

4n
+ sin2

3π

4n
+ · · ·+ sin2

nπ

4n

)

е Риманова сума (по-точно, голямата сума на Дарбу) за
1
∫

0

f(x) dx .

Следователно

lim
n→∞

Sn =

1
∫

0

f(x) dx =

1
∫

0

1− cos πx
2

2
dx =

1

2
− 1

π
sin

πx

2

∣

∣

∣

1

0
=

1

2
− 1

π
.

Задача 3. Нека P (x) =

n
∏

k=1

(x− xk), където n ≥ 3 и x1 < x2 <

· · · < xn. Ако x = ξ е най-големият корен на P ′(x), докажете, че

ξ >
xn−1 + xn

2
.
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Решение: Да означим η =
xn−1 + xn

2
. По теоремата на Рол,

всичките корени на P ′ са разположени по един във всеки от ин-
тервалите (xk, xk+1), k = 1, . . . , n − 1, затова ξ ∈ (xn−1, xn). При
това, P ′(x) > 0 за x > ξ. От представянето

P ′(x)

P (x)
=

n
∑

k=1

1

x− xk

получаваме

P ′(η)

P (η)
=

n
∑

k=1

1

η − xk

=

n−2
∑

k=1

1

η − xk

> 0,

понеже xk < (xn−2+xn)/2 за k = 1, . . . , n− 2. От P (η) < 0 следва,
че P ′(η) < 0. Следователно P ′ има нула надясно от η, т. е. ξ > η.

Група В

Задача 1. Нека полиномът

P (x) = (n+ 1)an+1x
n + · · ·+ 3a3x

2 + 2a2x+ a1

има такива коефициенти, че

n+1
∑

i=1

ai = 0. Докажете, че уравнението

P (x) = 0 има поне един реален корен в интервала (0, 1).

Решение: Разглеждаме полинома Q(x) = an+1x
n+1 + · · · +

a3x
3+a2x

2+a1x+a0. Тогава от условието следва Q(1) = a0 = Q(0).
От теоремата на Рол следва, че P (x) = Q ′(x) има поне един реален
корен в интервала (0, 1).

Задача 2. Дадени са окръжност k : x2 + y2 = 1, права l : y =
x + a (a ∈ R) и точка C(1, 0), като k и l се пресичат в точките A
и B. За кои стойности на a лицето на ∆ABC е най-голямо?

Решение: Координатите на пресечните точки А и В намираме

от системата

∣

∣

∣

∣

x2 + y2 = 1
y = x+ a

.

Така

A

(

−a−
√
2− a2

2
,
a−

√
2− a2

2

)
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B

(

−a+
√
2− a2

2
,
a+

√
2− a2

2

)

като a ∈
(

−
√
2,
√
2
)

. Следователно AB2 = 2 − a2 + 2 − a2 =

2
(

2− a2
)

, а d (C, l) = |1+a|√
2
. S∆ABC = 1

2

√

2(2− a2) |1+a|√
2

е най-

голямо, когато S2
∆ABC

е най-голямо, следователно трябва да се на-

мери най-голямата стойност на функцията f(a) = (1 + a)
2
(

2− a2
)

за a ∈
(

−
√
2,
√
2
)

.

f ′(a) = 2 (1 + a)
(

2− a2
)

− 2a (1 + a)
2

= 2 (1 + a)
(

−2a2 − a+ 2
)

= 0,

откъдето a1 = −1, a2,3 = −1±
√
17

4
.

Максималното лице е при a =
√
17−1

4
.

Задача 3.

а) Докажете, че за произволни естествени числа n, a, b, c чис-
лото

(a+ b
√
c)n + (a− b

√
c)n

е четно.

б) Намерете

lim
n→∞

(2 +
√
3)n sin

(

π(2 +
√
3)n
)

.

Решение: а) В развитието на Нютоновия бином нечетните сте-
пени на b

√
c са с противоположни знаци и се унищожават, а тези

с четни степени съвпадат. Оттук следва твърдението.

б) От а) имаме (2 +
√
3)n + (2 −

√
3)n = 2An — четно число,

(2 +
√
3)n(2−

√
3)n = 1 и lim

n→∞
(2−

√
3)n = 0.

⇒ lim
n→∞

{

(2 +
√
3)n sin

(

π(2 +
√
3)n
)

}

= lim
n→∞

{

1

(2−
√
3)n

sin
(

π(2An − (2−
√
3)n)

)

}

= lim
n→∞

{

(−π)
sin
(

− π(2−
√
3)n
)

−π(2−
√
3)n

}

= −π .
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